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Abstract 

The symmetry of solid modulated phases can be 
described by generalized four-dimensional groups, as 
proposed initially by de Wolff [Acta Cryst. (1974), 
A30, 777-785]. In this note alternative derivations of 
the point symmetries of these phases are given. 

La description des phases solides modul6es exige une 
g6n6ralisation de la notion de sym6trie cristallo- 
graphique: l'introduction d'une quatri6me dimension t 
d6crivant la phase de la modulation et ayant dans 
certains cas la signification d'un temps, et l'utilisation 
de super-groupes d'espace (de Wolff, 1974, 1977a,b; 
Janner & Janssen, 1977). 

La supersym&rie ponctuelle des structures modu- 
16es a &6 discut6e par de Wolff (1974). Les matrices 
d'un super-groupe ponctuel G4 /l quatre dimensions 
sont de la forme: 

0567-7394/82/060825-02501.00 

o6 S test une matrice 3 × 3, Ql une matrice 2 × 2 et e l 
= + 1. Un point r de phase test  transform6 suivant: r' =- 
Sir e t t '  = ett. Les matrices S l forment le groupe 
ponctuel G 3 de la structure de base non modul6e. G4 est 
isomorphe de G 3, et du groupe magn&ique G~ obtenu/t 
partir de G 3 en conservant les op6rateurs Sl tels que 
e t = +1, et en remplaqant les S t tels que c t = - 1  par 
les antiop6rateurs S~ = elSl corresoondants. 

Enfin, comme l'a montre De Wolff (1977a), une 
structure modul6e est d6crite par un vecteur k de 
coordonn6es irrationnelles tel que, pour tousles  S t de 
G3, Sik = elk, c'est-h-dire: S~k = k. Cette relation 
exprime l'invariance de k dans le groupe G~. 

Nous rediscutons ci-apr~s l'~num~ration des groupes 
G~ et rorientation du vecteur k. 

1. Dans une operation St, k se comporte comme un 
vecteur polaire ordinaire. En particulier: 

ik = - k  (centrosym&rie) 
nk = k (axe d'ordre n parall61e/l k) 

mk = k (miroir m parall6le/l k) 
mk = --k (miroir perpendiculaire/l k). 

Dans le renversement du temps 1', k change de signe 
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Tableau 1. Reprdsentat ions des 

422 E 42 4 
4ram 4 
42m 

Fi 
G 
r~ 
G 
r~ 

groupes isomorphes 422, 4mm,  5~2m et groupes G~ 

2 x, 2y 
m x, my 
2~, 2~ 

1 1 1 1 
1 1 1 --1 
1 1 --1 1 
1 1 --1 --1 

2 --2 0 0 

2xy, 2x:; 
mxy, mx~ 
mxy, mx~, 

1 
--1 
--1 

1 

0 

422 4mm 42m G~ 

k z 4mm 
k~ 42'2' 

k z 4'2'm 

Tableau 2. Reprdsentat ions du groupe 2 /m  et des 
groupes G ~ correspondants 

2/m 

Fig 

Flu 
r~u 

E 2~ i m 

1 1 1 1 
1 --1 1 --1 
1 1 --1 --1 
1 --1 --1 1 

k G'~ 

k~ 2/m' 
k x, ky 2'/m 

(de Wolff, 1977b). k est donc invariant dans les 
op6rations suivantes: 1', n (axe d'ordre quelconque 
parall6le h k), m (miroir contenant k), m' (antimiroir 
perpendiculaire ~, k). Par suite, sa sym&rie magn_~tique 
est celle du groupe limite c~/m'  m = ~ m  x 1' (de 
m~me un vecteur r ordinaire est invariant dans ~ m  × 
1', et un vecteur magn&ique M dans c~/m m'  = 
c~m'x  i). 

D'apr6s le principe de Curie, les groupes G~ sont 
donc les 31 sous-groupes de ~ / m '  m analogues aux 31 
sous-groupes ferromagn&iques G m de c~/m m' .  

2. L'ensemble des ei forme une repr6sentation e de G 4 
donc de G 3. e n'est autre que la representation 
alternante qui d6finit le groupe magn~tique G~ (Niggli 
& Wondratschek, 1960; Bertaut, 1968): son noyau est 
un sous-groupe invariant d'indice 2 de G 3. Comme l'a 
not~ de Wolff (1977a), cette repr6sentation est 
contenue au moins une lois dans la representation 
vectorielle V de G 3. On en d~duit une deuxi~me 
m&hode d'~num~ration des groupes G~. 

Ainsi (voir Tableau 1) la representation vectorielle de 
G 3 = 422 est V = F 2 +/ '5 ;  le seul groupe G~ isomorphe 
de G 3 est donc d~fini par la repr6sentation alternante 

= F 2, c'est le groupe 42'2 '  (si G 3 = 432, V = F 4 
irr~ductible, il n'existe pas de groupe G~ isomorphe de 
G3). 

3. Le vecteur k se transforme dans la representation 
vectorielle V de G 3. Soit k i la composante de k se 
transformant dans e (k~ dans l'exemple ci-dessus): k test 
invariante dans G~, puisque eV, representation vecto- 
rielle de G~, contient une fois la repr6sentation identit6 
F 1. Le Tableau 2 fournit les groupes G~ isomorphes de 
G 3 = 2 /m  et les directions des vecteurs k qu'ils laissent 
invariants (V = Flu + 2/-'2u ). 

4. Comme le montre le Tableau 1, on peut rechercher 
ais6ment les groupes G~ isomorphes de tous les groupes 
G a isomorphes d'un m~me groupe, par exemple 422, 
4 m m  et 42m. Ces groupes G 3 ont les m~mes repr6sent- 
ations, mais la repr6sentation V d6pend du groupe. 

5. Comparons les 31 groupes G~ et les 31 groupes 
ferromagn&iques G,,,. k se transforme suivant V de G 3 
et e V  de G~; un vecteur magn6tique M se transforme 
suivant la representation vectorielle axiale 17 de G3 et 
suivant la representation e17 du groupe magn6tique Gm 
associ6 h e. Un groupe G~ est tel que V contient e, un 
groupe ferromagn&ique est tel que 17 contient e. 

Par suite si G 3 est propre, I7 _-- V et les groupes G ~ et 
G,, associ+s ~ G 3 sont identiques. Si G a est impropre 
ou centrosym6trique, comme V e t  17 ont la m~me 
r6ductibilit6, on obtient autant de groupes G~ que de 
groupes Gm isomorphes de G 3. On a ainsi les 
correspondances: 

G 3 G~ G m 

422 42'2'  42'2 '  
4 m m  4 m m  4 m ' m '  
542m 4 ' 2 ' m  54'2m' 

6. Dans les operations i e t  1', k se comporte comme 
un courant 6lectrique j. Effectivement les groupes de 
sym&rie G~ 6num6r6s par de Wolff sont identiques aux 
groupes 'pyroconductifs' (Ascher, 1965) d6crivant la 
sym~trie des cristaux porteurs de courants 61ectriques 
spontan6s. 
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